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まえがき

「数学検定」1級の出題範囲は広大であり，1級に合格するには，地道な学習の積み
重ねと，短時間で解答をまとめあげる答案作成力が要求される．
先に上梓した「ためせ実力！めざせ 1級！ 数学検定 1級 実践演習」では，1級出題

範囲の過去問題，解答・解説を三つのレベルに分けて 1冊にまとめた．これにより，1
級の過去問題の全容を俯瞰できるだろう．しかし，1級の出題範囲はあまりに広範に
わたるため，読者の中にはもっと理解を深めたい箇所もいくつかあると思われる．
本書は，「数学検定」1級を目指す方が，主要な出題範囲の一つである「微分法・積

分法」の学習において，これらに関連する知見を効率的に学習し，豊富な例題や演習
問題を解くことで，より一層の理解と答案作成力の向上を図ることを目的とする．
本書に掲載された問題には，「数学検定」1級で過去に出題された問題が多く含まれ

ているので，1級合格へ向けた効果的な学習を期待できるだろう．
また，微分・積分をもっと学習したい，「数学検定」1級レベルの手ごたえのある問

題をもっと解いてみたいといった知的充足感を満たすためにも，本書はおおいに活用
できると思う．
本書を最大限に活用することにより，「数学検定」最難関である 1級合格を手中に収

めていただきたい．ただし，「数学検定」1級合格はゴールではない．1級の彼方にあ
る数学の世界はさらに奥が深く，魅力的かつ神秘的である．1級合格はこれらを理解
するための一歩を踏み出したに過ぎない．さらに，学習，研鑽を積まれて，その世界
を歩まれるならば，著者の望外の喜びになるだろう．

2016年 5月
著 者
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本書の使い方
Step1 出題傾向と学習上のポイント
各章・節ごとに，過去の出題傾向の概要を示して，学習上の対策やアドバイスを記
している．これにより，これから学習していく方向性やプランが設定できると思う．
Step2 要点整理
「出題傾向と学習上のポイント」に続いて，問題を解くうえで，確実に理解してほし
い概念や，定理の要点をダイジェスト的に記した．要点整理を理解して例題へ進み，
問題をどんどん解いてほしい．もし，例題や演習問題でわからないところが出てきて
も，要点整理へ戻って理解を再確認してほしい．
なお，公式については，単に丸暗記するのではなく，たとえ忘れても公式を導出で
きるまで学習してほしい．
Step3 例題
例題は，最初から解答を見ないで解けるのが理想的であるが，解けない場合は，ま
ずは考え方を読んで，解答を確認する．解答を読んで理解できたつもりで終わるのは
「全くの都合のよい錯覚」である．必ずペンをもって解答用紙にまとめ上げてほしい．

Step4 演習問題
演習問題は，解答を見ないで独力で解くことが基本スタンスである．しかし，解けな
いからといって，落胆したり，その先に進めないようでは大きなロスにつながる．解
答を見ても結構！ その代わり，転んでもただでは起きない心構えで，その解答から何
か一つか二つは必ず得てほしい．

なお，例題と演習問題は，難易度によって無星→★→★★の３レベルで示した．「無
星」は易～標準レベル，「★」は難レベル，「★★」は「極難」レベルの問題である．「無
星」と「★」を独力で解けるならば，微分・積分に関しては合格基準とみてよいだろ
う．「★★」はかなりの難問であるが，より確実な合格へ至る試練の意味でチャレンジ
してほしい．
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Chapter

1 極限に関する基本概念

1 数列と級数の極限

出題傾向と学習上のポイント
極限は微分・積分に至る重要な基本概念です．数列の極限と収束，また，級数の収束

に関する基本事項の理解は重要です．とくに，「はさみうちの原理」を用いる問題は出題
頻度も高いので，確実に解答できるようにしましょう．

（1）数列の極限と収束
数列 {an}で，nが限りなく大きくなるにつれて，anが限りなく一定の実数 αに近

づくとき，

lim
n→∞

an = α または n → ∞のとき an → α

と表し，αを極限値という．このとき，{an}は αに収束するという．
一方，収束しない数列は発散するといい，

lim
n→∞

an = +∞ (−∞) または n → ∞のとき an → +∞ (−∞)

と表し，極限がプラス（マイナス）無限大であるという．なお，発散する数列でも，プ
ラス（マイナス）無限大にも発散しないものがあり，これは振動するという．振動す
る数列の場合は極限がない．

（2）級数の収束

無限級数
∞∑

n=1
an = a1 + a2 + · · · + an + · · · (1.1)

が収束するか発散するかは，第n項までの部分和Sn = a1 +a2 +a3 +· · ·+an =
n∑

i=1
ai

がつくる数列 {Sn}が，n → ∞で数列 {Sn}が収束するか，発散するかを調べること
でわかる．
すなわち， lim

n→∞
Sn = S であるとき，無限級数 (1.1)は S に収束するといい，

1



第 1 章 極限に関する基本概念

∞∑
n=1

an = S

と表す．収束しない無限級数 (1.1)は発散するという．

例題 1 つぎの数列の極限値を求めなさい．ただし，0 < |a| < 1とする．
(1) {nan} (2) {n2an} (3) {nαan} （αは任意の実数）

考え方
|a| < 1のとき， 1

|a| = 1 + h (h > 0)とおいて，つぎのように二項定理で展開する．

1
|a|n = (1 + h)n

= 1 + nh + n(n − 1)
2 h2 + n(n − 1)(n − 2)

3! h3 + · · ·

+ n(n − 1) · · · (n − k + 1)
k! hk + · · ·

解答 (1) 1
|a|n >

n(n − 1)
2 h2より，0 < |a|n <

2
n(n − 1)h2，0 < n|a|n <

2
(n − 1)h2

である． lim
n→∞

2
(n − 1)h2 = 0より， lim

n→∞
n|a|n = lim

n→∞
|nan| = 0

よって， lim
n→∞

nan = 0 （答）0

(2) 1
|a|n >

n(n − 1)(n − 2)
6 h3 より，0 < n2|a|n <

6n2

n(n − 1)(n − 2)h3 である．

lim
n→∞

6n2

n(n − 1)(n − 2)h3 = 0より， lim
n→∞

n2|an| = lim
n→∞

|n2an| = 0

よって， lim
n→∞

n2an = 0 （答）0

(3) α を正の実数として，[α] = k とする．k � α < k + 1
（k は正の整数）より，nk � nα < nk+1 だから

Memo

[ ]はガウス記号で，[α]はα

を超えない最大整数を表す．
nk|a|n � nα|a|n < nk+1|a|n …①

1
|a|n >

n(n − 1) · · · (n − k)
(k + 1)! hk+1， 1

|a|n >
n(n − 1) · · · (n − k − 1)

(k + 2)! hk+2 より

Check!

不等式の右辺において，分
母は分子よりも nの次数が
1 大きいので，n → ∞ で
0 に近づく．

0 < lim
n→∞

nk|a|n < lim
n→∞

nk(k + 1)!
n(n − 1) · · · (n − k)hk+1 = 0

0 < lim
n→∞

nk+1|a|n < lim
n→∞

nk+1(k + 2)!
n(n − 1) · · · (n − k − 1)hk+2 = 0

2



1 数列と級数の極限

n → ∞ のとき，① の nk|a|n，nk+1|a|n はともに 0 に収束するため，はさみうちの原理
より

lim
n→∞

nα|a|n = lim
n→∞

|nαan| = 0，よって lim
n→∞

nαan = 0

つぎに，αを負の実数として，−α = β > 0とおくと，

lim
n→∞

nα|a|n = lim
n→∞

|a|n
nβ

= 0 × 0 = 0

α = 0のとき

lim
n→∞

nαan = lim
n→∞

an = 0

よって， lim
n→∞

nαan = 0 （答）0

Memo はさみうちの原理

はさみうちの原理はひらがなのままだとイメージがつかみにくいが，漢字では「挟
み撃ちの原理」と書く．3 人の子どもがやっている電車ごっこで，先頭と後尾の
間隔が詰まってきて，3 人がいっしょになってしまうイメージである．英語では
「squeeze theorem」や，「sandwich theorem」などと表す．

例題 2 つぎの極限値を求めなさい．

(1) lim
n→∞

√
n(

√
n + 1 − √

n) (2) lim
n→∞

12 + 32 + · · · + (2n − 1)2

n3

(3) lim
n→∞

n − sin
√

n

n + sin
√

n

考え方
不定形に対する有理化，数列の和の公式，はさみうちの原理などを適用する．

解答 (1) lim
n→∞

√
n(

√
n + 1 − √

n) = lim
n→∞

√
n√

n + 1 +
√

n

= lim
n→∞

1…
1 + 1

n
+

√
1

= 1
2 （答）1

2

(2) lim
n→∞

12 + 32 + · · · + (2n − 1)2

n3 = lim
n→∞

n∑
k=1

(2k − 1)2

n3 = lim
n→∞

n∑
k=1

(4k2 − 4k + 1)

n3

= lim
n→∞

4n(n + 1)(2n + 1)
6 − 4n(n + 1)

2 + n

n3 = lim
n→∞

4n3 − n

3n3 = 4
3 （答）4

3

3



第 1 章 極限に関する基本概念

(3) lim
n→∞

n − sin
√

n

n + sin
√

n
= lim

n→∞

1 − 1
n

sin
√

n

1 + 1
n

sin
√

n

Check!

(3) は「はさみうちの原理」
を使う．

−1 � sin
√

n � 1，− 1
n

� 1
n

sin
√

n � 1
n
で，

lim
n→∞

(
± 1

n

)
= 0よりはさみうちの原理を使うと， lim

n→∞
1
n

sin
√

n = 0となって，

lim
n→∞

n − sin
√

n

n + sin
√

n
= 1 − 0

1 + 0 = 1 （答）1

例題 3★ 初項 117，公差 −6の等差数列において，初項から第 n項までの和を Sn

とするとき，つぎの極限値を求めなさい．

lim
x→∞

( 30∑
k=1

Sk
x

) 1
x

考え方
まずは，Sk を求める．1 � k � 30のときの Sk の最大値に注目して不等式を求め，は
さみうちの原理を活用する．

解答 Sk = {2 · 117 + (k − 1) · (−6)} · k
2 = −3k2 + 120k = −3(k − 20)2 + 1200

より，1 � k � 30 において，k = 20 のとき Sk は最大値 1200 をとる．すなわち，
max{S1, S2, . . . , S30} = S20 = 1200となる．
つぎに，(

30∑
k=1

Sk
x

) 1
x

= (S1
x + S2

x + S3
x + · · · + S20

x + · · · + S30
x) 1

x

を調べる．x → ∞を考えるので，0 < xとしてよい．
S20

x < S1
x + S2

x + · · · + S20
x + · · · + S30

x < 30S20
x より，

(S20
x) 1

x < (S1
x + S2

x + · · · + S20
x + · · · + S30

x) 1
x < (30S20

x) 1
x

ここで，lim
x→∞

(S20
x) 1

x = S20 = 1200である．また，lim
x→∞

30 1
x = 1より，lim

x→∞
(30S20

x) 1
x =

lim
x→∞

(30 1
x S20) = S20 (= 1200)

したがって，はさみうちの原理より，

lim
x→∞

(
30∑

k=1

Sk
x

) 1
x

= lim
x→∞

(S1
x + S2

x + · · · + S30
x) 1

x = 1200 （答）1200
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1 数列と級数の極限

例題 4★★ つぎの極限値を求めなさい．

lim
n→∞

{
(n + 1)n+1

nn − nn

(n − 1)n−1

}

考え方

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 + 1

n − 1

)n−1
を活用する．

解答 (n + 1)n+1

nn − nn

(n − 1)n−1 = (n + 1)n+1(n − 1)n−1 − n2n

nn(n − 1)n−1 …①

また， 1
(n − 1)n−1 = 1

nn−1 × nn−1

(n − 1)n−1 = 1
nn−1

(
1 + 1

n − 1

)n−1
より，

① =
(

1 + 1
n − 1

)n−1
· (n + 1)n+1(n − 1)n−1 − n2n

n2n−1 …②

さらに，

(n + 1)n+1(n − 1)n−1 − n2n = (n + 1)2(n + 1)n−1(n − 1)n−1 − n2n

= (n2 − 1 + 2n + 2)(n2 − 1)n−1 − n2n

= 2n
(

1 + 1
n

)
(n2 − 1)n−1 − {(n2)n − (n2 − 1)n}

より，

② =
(

1 + 1
n − 1

)n−1
·

2n
(

1 + 1
n

)
(n2 − 1)n−1 − {(n2)n − (n2 − 1)n}

n2n−1

=
(

1 + 1
n − 1

)n−1
· (An − Bn)

ここで，An = 2n
(

1 + 1
n

)
(n2 − 1)n−1 × 1

n2n−1，Bn = (n2)n − (n2 − 1)n

n2n−1 とおく．

よって，

lim
n→∞

{
(n + 1)n+1

nn − nn

(n − 1)n−1

}

= lim
n→∞

(
1 + 1

n − 1

)n−1
· lim

n→∞
(An − Bn)

となる．以下では，それぞれの項の極限を考える．

まず， lim
n→∞

(
1 + 1

n − 1

)n−1
= eである．

また，An = 2n
(

1 + 1
n

)
(n2 − 1)n−1 × 1

n2n−1

5



Chapter

5 重積分法

1 重積分の計算

出題傾向と学習上のポイント
重積分の計算は，出題範囲が高い分野です．1変数の不定積分や定積分にはない重積分

特有の積分の順序交換，ヤコビアンによる 1次変換や，極座標への変数変換の公式を確
実に理解し，十分な演習を積みましょう．

（1）重積分

A.
∫

f(x) dxから
∫∫

f(x, y) dx dy への拡張

定積分
∫ b

a

f(x) dxは，曲線 y = f(x)と x軸，および 2直線 x = a，x = bで囲ま

れた図形の面積を表す（図 5.1 (a)）．

図 5.1

それでは，重積分
∫∫

D

f(x, y) dx dy は何を表すか．図 (b) で示すように，∫∫
D

f(x, y) dx dy は xy 平面での閉領域 D が底面で，高さを z = f(x, y) とする

立体の体積を表す．また，z = f(x, y) = 1とした場合，
∫∫

D

dx dyは xy平面での閉

領域Dの面積を表す．

144



1 重積分の計算

B. 重積分の計算

重要 閉長方形領域における重積分
閉領域Dが a � x � b，c � y � dにおいて，関数 f(x, y)が連続ならば，

∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y) dx

}
dy =

∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y) dy

}
dx

∫∫
D

f(x, y) dx dyは xy平面での閉領域Dが底面で，高さを z = f(x, y)とする立

体の体積を表すことを説明した．この体積は，y軸に垂直な断面積 g(y)(
=
∫ b

a

f(x, y) dx

)
を y軸方向に積分して求められる（図 5.2 (a)）．すなわち，

∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ d

c

g(y) dy =
∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y) dx

}
dy

また，この体積は，x軸に垂直な断面積 h(x)
(

=
∫ d

c

f(x, y) dy

)
を x軸方向に積

分しても求められる（図 (b)）．すなわち，
∫∫

D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

h(x) dx =
∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y) dy

}
dx

図 5.2

重積分は 1次元の積分を繰り返すという意味で，累次積分ともいう．
とくに，f(x, y) = g(x) · h(y)のとき，

∫∫
D

f(x, y) dx dy =
(∫ b

a

g(x) dx

)(∫ d

c

h(y) dy

)

が成り立つ．

Memo

f(x, y) が x，y のみの式に
因数分解できる場合である．
なお，g(x) は a � x � b

で，h(y) は c � y � d で，
それぞれ連続である．
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第 5 章 重積分法

Check!∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y) dx

}
dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx と表記することがあるが，∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx を
∫ d

c

dy ×
∫ b

a

f(x, y) dx = (d − c)
∫ b

a

f(x, y) dx と勘違いしないように

注意する．

例題 1∫∫
D

(x + y) dx dy，D = {(x, y) : a � x � b, c � y � d}を計算しなさい．

考え方
領域 D は矩形（長方形）であることに注意する．

解答
∫∫

D

(x + y) dx dy =
∫ d

c

{∫ b

a

(x + y) dx

}
dy =

∫ d

c

[
x2

2 + xy

]x=b

x=a

dy

=
∫ d

c

{
b2 − a2

2 + (b − a)y
}

dy = b2 − a2

2 (d − c) + (b − a)d2 − c2

2

= (b − a)(d − c)(a + b + c + d)
2 （答）(b − a)(d − c)(a + b + c + d)

2
参考 積分の順序を変えて，∫ b

a

{∫ d

c

(x + y) dy

}
dx

=
∫ b

a

[
xy + y2

2

]y=d

y=c

dx =
∫ b

a

{
x(d − c) + d2 − c2

2

}
dx

= b2 − a2

2 (d − c) + d2 − c2

2 (b − a) = (b − a)(d − c)(a + b + c + d)
2

としても結果は一致する．

重要 単純な閉領域における重積分
(i) f(x, y)が連続，閉領域Dが a � x � b，ϕ1(x) � y � ϕ2(x)の場合

∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

{∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y) dy

}
dx

(ii) f(x, y)が連続，閉領域Dが ψ1(y) � x � ψ2(y)，c � y � dの場合
∫∫

D

f(x, y) dx dy =
∫ d

c

{∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y) dx

}
dy
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1 重積分の計算

(i)の領域は，xの上限・下限が定数で，y（xの関数）で上限・下限をはさむイ
メージ（図 5.3(a)）

(ii)の領域は，yの上限・下限が定数で，x（yの関数）で上限・下限をはさむイ
メージ（図 (b)）

図 5.3

C. 積分の順序交換

重要 積分の順序交換
閉領域 D が a � x � b，ϕ1(x) � y � ϕ2(x) もしくは，ψ1(y) � x � ψ2(y)，
c � y � dで囲まれた領域で，関数 f(x, y)が連続ならば，つぎのように積分順序を
交換できる．∫ b

a

{∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y) dy

}
dx =

∫ d

c

{∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y) dx

}
dy

図 5.4

Memo∫ b

a

{∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy

}
dx や

∫ d

c

{∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

}
dy の構造をみてみよう．
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第 5 章 重積分法

F1(x)，F2(y) はそれぞれ x 軸，y 軸に垂直に切った立体の断面積である．

例 1
∫ 1

0

(∫ 2y

y−1
xy dx

)
dyに関して，

積分順序を変えても結果が変わらないこと
を確認してみる．

xy平面での領域，0 � y � 1，y − 1 �
x � 2y は図 5.5のようになる．そこで，

図 5.5∫ 1

0

(∫ 2y

y−1
xy dx

)
dy

=
∫ 1

0

[
yx2

2

]x=2y

x=y−1
dy = 1

2

∫ 1

0
{y(2y)2 − y(y − 1)2} dy

= 1
2

∫ 1

0
(3y3 + 2y2 − y) dy = 1

2

[
3
4y4 + 2

3y3 − y2

2

]1

0
= 11

24 …①

今度は，領域を (I)と (II)に分けて，積分順序を変えると，
∫ 0

−1

(∫ x+1

0
xy dy

)
dx +

∫ 2

0

(∫ 1

x
2

xy dy

)
dx

となる．第 1項を計算すると，∫ 0

−1

(∫ x+1

0
xy dy

)
dx = 1

2

∫ 0

−1

(
x3 + 2x2 + x

)
dx

= 1
2

[
x4

4 + 2x3

3 + x2

2

]0

−1
= − 1

24

となる．また，第 2項は
∫ 2

0

(∫ 1

x
2

xy dy

)
dx = 1

2

∫ 2

0

(
x − x3

4

)
dx = 1

2

[
x2

2 − x4

16

]2

0
= 1

2

より，
∫ 1

0

(∫ 2y

y−1
xy dx

)
dy = − 1

24 + 1
2 = 11

24．すなわち，①の結果と一致する．
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1 重積分の計算

例題 2 つぎの 2重積分を求めなさい．

(1)
∫∫

D

epx+qy dx dy，D = {(x, y) : 0 � x � a, 0 � y � b}

(2)
∫∫

D

√
y dx dy，D =

{
(x, y) :

…
x
a

+
…

y
b
� 1 (a > 0, b > 0)

}

(3★)
∫ 3

0
dy

∫ √
y
3

0
loge(x3 − 3x + 3) dx

考え方

まずは，xy平面での領域Dを図示することから始める．(3)では
∫

loge(x3 −3x+3) dx

は，このままでは計算できないので，積分の順序交換を試みる．

解答 (1)
∫∫

D

epx+qy dx dy =
∫ b

0

(∫ a

0
epx+qy dx

)
dy =

∫ b

0

[
epx+qy

p

]x=a

x=0
dy

= 1
p

∫ b

0
eqy(epa − 1) dy = epa − 1

p

[
eqy

q

]y=b

y=0
= (epa − 1)(eqb − 1)

pq

（答）(epa − 1)(eqb − 1)
pq

(2)
√

x
a

+
√

y
b

= 1のとき，x = a
(

1 −
√

y
b

)2

D =
{

(x, y) : 0 � x � a
(

1 −
√

y
b

)2
, 0 � y � b

}
（図 5.6の灰色部分）より，

∫∫
D

√
y dx dy =

∫ b

0

(∫ a(1−
√

y
b )2

0

√
y dx

)
dy =

∫ b

0

√
y[x]x=a(1−

√
y
b )2

x=0 dy

= a

∫ b

0

√
y
(

1 −
√

y
b

)2
dy = a

∫ b

0

(
√

y − 2y√
b

+ y
3
2

b

)
dy

= a

[
2
3y

3
2 − 2√

b
· y2

2 + 1
b

· 2
5y

5
2

]b

0
= 1

15ab
3
2 （答） 1

15ab
3
2

図 5.6 図 5.7
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第 5 章 重積分法

(3) 積分範囲は，0 � y � 3，0 � x �
√

y
3 で，図 5.7 の灰色部分である．この領域を

0 � x � 1，3x2 � y � 3とおき換えることができる．
すなわち，もとの累次積分はつぎのようになる．∫ 3

0
dy

∫ √
y
3

0
loge(x3 − 3x + 3) dx

=
∫ 1

0
dx

∫ 3

3x2
loge(x3 − 3x + 3) dy =

∫ 1

0

[
y loge(x3 − 3x + 3)

]y=3
y=3x2 dx

=
∫ 1

0
(3 − 3x2) loge(x3 − 3x + 3) dx

x3 − 3x + 3 = tとおくと，(3x2 − 3) dx = dtとなって∫ 1

0
(3 − 3x2) loge(x3 − 3x + 3) dx =

∫ 1

3
loge t(−dt) =

∫ 3

1
loge t dt

=
[
t loge t − t

]3
1 = 3 loge 3 − 3 + 1 = 3 loge 3 − 2 （答）3 loge 3 − 2

別解 (1)
∫∫

D

epx+qy dx dy =
∫ a

0
epx dx ·

∫ b

0
eqy dy = (epa − 1)(eqb − 1)

pq

例題 3
∫∫

D

(|x| + |y|) dx dy，D = {(x, y) : |x| + |y| � 1}を求めなさい．

考え方
領域 D (|x| + |y| � 1)を図示し，領域 I，II，III，IVに分割して計算する．

解答 D は図 5.8の色のついた部分である．∫∫
D

(|x| + |y|) dx dy

=
∫∫

I
(x + y) dx dy +

∫∫
II

(−x + y) dx dy

+
∫∫

III
(−x − y) dx dy +

∫∫
IV

(x − y) dx dy

ここで， ∫∫
I
(x + y) dx dy =

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(x + y) dy =

∫ 1

0

[
xy + y2

2

]y=1−x

y=0
dx

=
∫ 1

0

{
x(1 − x) + (1 − x)2

2

}
dx =

∫ 1

0

1 − x2

2 dx = 1
3
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